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Exemplo 1
Recursão

• Dada a seguinte função e chamada recursiva:

1 def rec(n):
2 print(n)
3 if n > 0:
4 rec(n-1)
5

6 rec(5)

• O que a função imprime como resposta?

1 5
2 4
3 3
4 2
5 1
6 0

37

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 5 / 108

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 6 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 7 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 8 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 9 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 10 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 11 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 12 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 13 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 14 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 15 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 16 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 17 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 18 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 19 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 20 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 21 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 22 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 23 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 24 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 25 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 26 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 27 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 28 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 29 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 30 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 31 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 32 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 33 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 34 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 35 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 36 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 1

https://pythontutor.com ( http://tinyurl.com/pmb52mz5 )

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 37 / 108

https://pythontutor.com
http://tinyurl.com/pmb52mz5


Exemplo 2

Exemplo 2

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 38 / 108



Exemplo 2
Recursão

• Mudando a posição do comando de impressão na função.

1 def rec(n):
2 if n > 0:
3 rec(n-1)
4 print(n)
5

6 rec(5)

• O que a função imprime como resposta agora?

1 0
2 1
3 2
4 3
5 4
6 5

38
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Exemplo 3
Soma

• Soma de dois números inteiros não negativos, x e y, usando
apenas incrementos e decrementos unitários.

1 def soma(x, y):
2 if y == 0:
3 return x
4

5 return soma(x + 1, y - 1)

39
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Exemplo 4
Soma

• Soma de dois números inteiros não negativos, x e y, usando
apenas incrementos e decrementos unitários.

1 def soma(x, y):
2 if y == 0:
3 return x
4

5 return soma(x, y - 1) + 1

39
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Exemplo 5
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Exemplo 5
Multiplicação

• Multiplicação de dois números inteiros positivos, x e y, usando
apenas somas e subtrações.

1 def mult(x, y):
2 if y == 1:
3 return x
4

5 return mult(x, y - 1) + x

40
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Exemplo 6
Soma de Valores Pares

• Soma de todos os inteiros positivos pares menores ou iguais a
um valor inteiro n.

1 def soma_par(n):
2 if n <= 0:
3 return 0
4 else:
5 if n % 2 == 0:
6 return soma_par(n - 2) + n
7 else:
8 return soma_par(n - 1)

41
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Soma de Valores Pares

• Soma de todos os inteiros positivos pares menores ou iguais a
um valor inteiro n.

1 def soma_par(n):
2 if n <= 0:
3 return 0
4

5 if n % 2 == 0:
6 return soma_par(n - 2) + n
7 else:
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Exemplo 6
Soma de Valores Pares

• Soma de todos os inteiros positivos pares menores ou iguais a
um valor inteiro n.

1 def soma_par(n):
2 if n <= 1:
3 return 0
4

5 if n % 2 == 0:
6 return soma_par(n - 2) + n
7 else:
8 return soma_par(n - 1)
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Exemplo 7
Produtório

• Cálculo do produtório
n∏

i=m
i = m× (m+ 1) × (m+ 2) × · · · × n, tal

que m e n são inteiros tais que m ≤ n.

1 def produtorio(m, n):
2 if m == n:
3 return m
4 else:
5 return produtorio(m, n - 1) * n

42

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Quinta-feira, 02 de junho de 2022 99 / 108

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf


Exemplo 7
Produtório

• Cálculo do produtório
n∏

i=m
i = m× (m+ 1) × (m+ 2) × · · · × n, tal

que m e n são inteiros tais que m ≤ n.

1 def produtorio(m, n):
2 if m == n:
3 return m
4 else:
5 return m * produtorio(m + 1, n)
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Exemplo 8
Potência

• Cálculo do valor de kn, onde n é um número inteiro não
negativo.

kn =

{
1, se n = 0
k× kn−1, caso contrário

1 def potencia(k, n):
2 if n == 0:
3 return 1
4 else:
5 return k * potencia(k, n - 1)
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Exemplo 8
Potência

• Cálculo do valor de kn, onde n é um número inteiro não
negativo.

kn =

{
1, se n = 0
k× kn−1, caso contrário

1 def potencia(k, n):
2 pot = 1
3 for i in range(n):
4 pot = pot * k
5 return pot
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Exemplo 8
Potência

• Podemos redefinir kn (sendo n um inteiro não negativo) da
seguinte forma:

kn =





1, se n = 0
kn/2 × kn/2, se n for positivo e par
k× k⌊n/2⌋ × k⌊n/2⌋, se n for positivo e ímpar

• Note que definimos a solução do caso mais complexo em
termos de casos mais simples. Usando esta definição, podemos
implementar uma função iterativa ou recursiva, ambas mais
eficientes que as versões anteriores.

44
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Exemplo 8
Potência

1 def potencia(k, n):
2 if n == 0:
3 return 1
4 else:
5 aux = potencia(k, n // 2)
6 if n % 2 == 0:
7 return aux * aux
8 else:
9 return k * aux * aux

45
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Exemplo 8
Potência

• Na nova versão do algoritmo, a cada chamada recursiva, o valor
de n é dividido por 2. Ou seja, a cada chamada recursiva, o valor
de n é reduzido, pelo menos, para a metade.

• Usando divisões inteiras, faremos no máximo ⌊log2 n⌋ + 2
chamadas recursivas.

• Por outro lado, a função iterativa original executa o laço n vezes.
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